
Topologia

Lista 2

Zad 1. Sprawdzi¢, które z danych rodzin s¡ topologiami na N = {1, 2, 3, ...}:

F1 = {{1, 2, 3, ..., n} : n ∈ N} ∪ {∅, N},

F2 = {{1, 3, 5, ..., 2n− 1} : n ∈ N} ∪ {∅, N}.
Czy która± z nich ma wªasno±¢ Hausdor�a?

Zad 2. Niech X b¦dzie zbiorem niesko«czonym. Sprawdzi¢, które z rodzin

F1 = {A ⊂ X : A jest zbiorem sko«czonym lub A = X} ,

F2 = {A ⊂ X : X \ A jest zbiorem sko«czonym lub A = ∅}
s¡ topologiami na X. Czy która± z nich ma wªasno±¢ Hausdor�a?

Zad 3. Rozwa»my podprzestrze« X prostej euklidesowej R.

a) Niech X = [0, 1]. Które ze zbiorów A1 = [0, 1], A2 = [0, 1
2
), A3 = (1

3
, 1], A4 = (0, 1) s¡

domkni¦te, a które otwarte w X?

b) Niech X = N. Wypisa¢ topologi¦ na X.

c) Niech X = { 1
n

: n ∈ N} ∪ {0}. Wyznaczy¢ wszystkie otwarto-domkni¦te zbiory jedno-
elementowe.

Zad 4. Wykaza¢, »e podprzestrze« przestrzeni Hausdor�a jest przestrzeni¡ Hausdor�a.

Zad 5. Pokaza¢, »e je»eli A jest domkni¦tym podzbiorem przestrzeni topologicznej X, za±
B jest domkni¦tym podzbiorem podprzestrzeni A, to B jest domkni¦tym podzbiorem X.

Zad 6. Pokaza¢, »e w dowolnej przestrzeni topologicznej operacja domkni¦cia posiada wªa-
sno±ci

(OD1) ∅ = ∅,
(OD2) A ⊂ A,

(OD3) A ∪B = A ∪B,

(OD4) A = A.

Na odwrót pokaza¢, »e je±li na podzbiorach X okre±lona jest operacja A 7→ A speªniaj¡ca
warunki (OD1),(OD2), (OD3),(OD4), to zadaje ona struktur¦ przestrzeni topologicznej na
X, a dokªadniej

τ = {U ⊂ X : X \ U = X \ U}
jest topologi¡ na X.

Zad 7. Wykaza¢, »e dla dowolnego podzbioru przestrzeni topologicznej X zachodz¡ wzory

int (X \ A) = X \ A, X \ A = X \ intA.

Zad 8. Korzystaj¡c z Zadania 7 sformuªowa¢ i wykaza¢ stwiedzenie dualne do Zadania 6 (to
znaczy wypisa¢ wªasno±ci operacji wn¦trza, dzi¦ki którym mo»emy �odtworzy¢� topologi¦).

Zad 9. Pokaza¢, »e wykonuj¡c dowoln¡ ilo±¢ razy operacje domkni¦cia i dopeªnienie na
ustalonym podzbiorze przestrzeni topologicznej otrzymamy maksymalnie 14 ró»nych zbio-
rów. Ile zbiorów otrzymamy w przypadku podzbioru (0, 1) ∩Q prostej euklidesowej R?


